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Resume 

Nous donnons une demonstration elementaire et constructive d’un Theo¬ 
reme de de Smit et Lenstra. 


Abstract 

We give an elementary and constructive proof for a theorem of de Smit et 
Lenstra. 

Definition 1 Une suite (oi,..., a^) dans un anneau A est reguliere si chaque ai 
est regulier dans I’anneau A/{aj ; j < i). 

Remarque. Nous avons retenu ici la dehnition de Bourbaki. La plupart des auteurs 
reclament en outre que I’ideal (oi,... ,afc) ne contienne pas 1. L’experience montre 
que cette negation ne fait qu’introduire des complications et des enonces tordus. ■ 

Definition 2 Soit (a) = (oi,... ,a„) dans A. On dit que la suite (a) est 1-secante 
si le module des A-relations entre les est engendre par les relations triviales. 

Proposition 3 Toute suite reguliere est 1-secante. 

Demonstration. Voir [1, IV-2.5]. □ 

Lemme 4 Soit k un anneau arbitraire, a un ideal de A = k[Xi,... ,X„] et B = 
A/a = k[xi,... ,x„]. On suppose que B est finie sur k. Alors a contient une suite 
reguliere de longueur n. 

Demonstration. Pour chaque i, soit fi G k[Xj] unitaire qui annule Xi G B. 

On montre que la suite (/„,..., /i) est une suite reguliere de A. 

On pose Ao = A[Xi,... ,X„_i]. Le polynome /„ est unitaire en done regulier 
dans A = Ao[A„]. On considere le quotient 

Bi = A/{U) = k[Ai,..., = Ai[X„_i] 

(on a pose Ai = A[Ai,..., Xn- 2 , a^n])- Le polynome fn-i est unitaire en Xn-i done 
regulier dans Ai[A„_i]. 

Et ainsi de suite. □ 
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Definition 5 


1. Soil a un ideal de type fini de A. Si des polynomes fi, ■ ■fm ^ ont tons 

leur contenu egal d a, et si chacun porte sur un jeu de variables distinct des 
autres, on dit que la suite {fi,, fm) est une suite de Kronecker de longueur 
m associee a I’ideal de type fini a. 


2. Soit k >1, a un ideal de type fini de A. 

On dit que I’ideal est de profondeur superieure ou egale a k, et Von ecrit 


Qy a{<^) ^ k , si une suite de Kronecker de longueur k attachee a a est reguliere 


(dans Vanneau A[A] ou la suite de Kronecker est definie). 

3. Soit (a) = (oi,..., On) dans A et a = {g). On dit que la suite (a) est comple- 
tement secante si GrA(a) > n. 


N.B. : Cette definition de la profondeur est due a Hochster et est largement utilisee 
dans I’ouvrage [3, Northcott] (Northcott dit «le true grade))) et dans Particle [2], 

La profondeur ne depend pas de la suite de Kronecker choisie. Pour les suites comple- 
tement secantes la propriete est attachee a I’ideal engendre. En particulier si I’ideal 
a = {ai,..., On) contient une suite reguliere de longueur n, la suite (oi,..., a„) est 
completement secante, meme si elle-meme n’est pas reguliere. 


Corollaire 6 Soit k un corps discret et A une ]^-algebre de presentation finie 

A = k[a;i,... ,a;„] = k[Ai,..., Aj/(/i, ...,/„)• 

On suppose que la matrice jacobienne du systeme est inversible dans A. Alors la 
suite {fi,..., fn) est completement secante. 

Demonstration. On sait ([1, corollaire VI-6.15]) que I’algebre est finie sur k. On 
applique le lemme 4. □ 

Remarque. En fait le resultat reste vrai pour n’importe quel anneau k, mais il est 
nettement plus difficile a demontrer. ■ 


Definition 7 Soit k un anneau arbitraire. On dit que (/i ,..., fg) dans k[Ai,..., A„] 
est une suite fortement 1-secante si pour tout ideal de type fini c de k, la suite 
(/i) ■ ■ ■ 5 fn) est 1-secante dans (k/c)[Ai,..., X„]. 

Theoreme 8 (Relations triviales et platitude) 

Soit k un anneau arbitraire, et soit (/i,... ,/s) une suite fortement 1-secante sur 
k[A]. Alors Valgebre quotient A = k[A]/(/i ,..., fg) est plate sur k. 

Demonstration. D’apres le critere de platitude pour le quotient d’un k-module 
plat ([1, proposition VIII-1.16]), ici le quotient du k-module P = k[A] par le 
sous-k-module (/), A est plate sur k si, et seulement si, pour tout ideal de type 
fini a de k, on a I’inclusion (/) fl aP C a(/), i.e. 

(/i) ■ • • 5 /s) n a[X] C afi -P ■ ■ ■ -f afg. 

C’est alors vrai pour tout ideal a de k, de type fini ou non. Concretement, cela 
signifie que si h = Uifi -P • • • -f Ugfg G a[A] (avec les Ui G k[X]), on pent reecrire h 
sous la forme ui/i -P ■ • • -P Vgfg avec les u, G ci[A]. 
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Soit h = Mi/i + • • • + Usfs £ ; passons au quotient (k/a)[X] : 

h = uih^ - VWsfs = ^. 

Comme la suite (/i,..., fg) est 1-secante, il existe une matrice anti-symetrique s x s, 
a coefficients dans (k/a)[X], notons la N, telle que : 

[u^ ■ ■ ■ Ws] = [fi ■ ■ ■ fs]N 

On releve N en une matrice anti-symetrique M G Ms(k[X]) et on definit des 
polynomes Wi G k[X] par : 

[wi ■ ■ ■ Wg] = [fi ■■■ fs]M. 

de sorte que, d’une part = 0 et d’autre part Wi = Ui modulo a. On a alors : 

E,- .{ui — Wi)fi avec Ui — Wi k coefficients dans a. 

□ 


Theoreme 9 (Lenstra & de Smit, une platitude remarquable. [4]) 

Soit k un anneau arbitraire, et soit une ]i.-algebre A = k[Xi,..., X„]/(/i,..., /„). 
Si A est finie sur k, la suite {fi,, /„) est completement secante, I’algebre est plate 
et c ’est un k-module projectif de type fini. 

Demonstration. La k-algebre A est de presentation finie, et finie comme k-module, 
elle est done de presentation finie comme k-module ([1, theoreme VI-3.17]). Si elle 
est plate, e’est un k-module projectif de type fini. 

On montre qne (/i,..., /„) est une snite fortement 1-secante. En fait ponr tont 
ideal c de k, la snite (/i,..., /„) est completement secante dans (k/c)[Ai,..., X„], 
car I’ideal (/i,..., /„) contient une snite reguliere de longnenr n comme demontre 
dans le lemme 4. 

D’apres le theoreme 8 I’algebre est plate. □ 
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